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摘　 要:众所周知,Orlicz 范数与 Luxemburg 范数是等价的。 2011 年,BANG H H, HOANG N V, HUY V N,研究

了由 N 函数生成的 Orlicz 空间中 Orlicz 范数与 Luxemburg 范数等价的最佳常数,本文将他们的结果推广到由一般

Orlicz 函数中 Orlicz 范数与 Luxemburg 范数等价的最佳常数。 与此同时得到了 1 < inf k > 0∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ }及

sup k > 0∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ } < ∞的等价条件。
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The Best Constant of Norm Equivalence in Orlicz Space

YANG Yabo,　 CUI Yunan
(School of Science, Harbin University of Science and Technology, Harbin 150080, China)

Abstract:The Orlicz norm is equivalent to the Luxemburg norm. In 2011, BANG H H, HOANG N V, HUY V N have obtained
the best equivalent constant between the Orlicz norm and the Luxemburg norm in Orlicz space which generated by N-functions. The best
equivalent constant between the Orlicz norm and the Luxemburg norm in Orlicz space which generated by general Orlicz functions is
given. Moreover the sufficient and necessity condition that 1 < inf k > 0∶ 1

k (1 + IΦ(kx)) = 1{ } and sup
k > 0∶ 1

k (1 + IΦ(kx)) = 1{ } < ∞ are presented.
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0　 引　 言

Orlicz 空间是 Banach 空间的推广,作为一类具体

的 Banach 空间,为一般的 Banach 空间研究提供了具

体的实例。 1932 年,数学家 W. Orlicz 引入了 Orlicz
空间给出了 Orlicz 范数的定义[1] 。 1963 年,W. A.
Luxemburg 给出了 Luxemburg 范数的定义[2] ,其极大

地丰富了 Orlicz 空间理论。 1985 年,吴从炘、王廷辅给

出了赋 Orlicz 范数(或赋 Luxemburg 范数)的 Orlicz 空

间中范数的关系[3]。 更多关于 Orlicz 范数与 Luxem-
burg 范数的研究见文[4 -5]。 众所周知,Orlicz 范数与

Luxemburg 范数是等价的。 本文给出由一般 Orlicz 函

数生成的 Orlicz 空间中使得 Orlicz 范数与 Luxemburg
范数等价的最佳常数,进一步补充文[7]中得到的结

果。 同时得到了 1 < inf k >0∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) =1{ }及

sup k > 0∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ } < ∞的等价条件。



1　 预备知识

本文设 X 是 Banach 空间, S(X) 和 B(X) 分别

表示 X 的单位球面和闭单位球,N 和 R 分别为正整

数集和实数集。
定义 1[6] 　 称Φ为 Orlicz函数是指:Φ为偶的、

连续的、非负的凸函数且 Φ(0) = 0。
定义 2[6] 　 设(G,∑,μ) 是无原子测度空间,

L0 是可测函数的全体。Orlicz 函数空间定义为

LΦ = x( t) ∈ L0 ∶ ∃λ > 0,IΦ(λx) ={
∫
G
Φ(λx( t))dt < ∞ }

在 Orlicz 函数空间中赋予 Luxemburg 范数

‖x‖Φ = inf λ > 0 ∶ IΦ( x
λ ) ≤ 1{ }

及 Orlicz 范数

‖x‖o = inf
k >0

1
k (1+IΦ(kx)) = sup ∫

G
x(t)y(t) ∶ IΨ(y)≤1{ },

其中 Ψ 表示 Φ 的余函数。
Orlicz 函数空间 LΦ 赋 Luxemburg 范数及 Orlicz 范

数,分别记做 LΦ = (LΦ,‖·‖Φ),Lo
Φ = (LΦ,‖·‖o)。

定义 3[6] 　 称 Orlicz函数Φ满足 Δ2 条件(记为

Φ∈Δ2) 是指:存在K≥2及 u0 > 0,当 | u | ≥ u0 时,
有

Φ(2u) ≤ KΦ(u)。
定义4[6] 　 称Orlicz函数Φ满足▽2 条件(记为

Φ∈▽2) 是指:存在 δ > 0及 u0 > 0,当 | u | ≥ u0 时,
有

Φ( u
2 ) ≤ 1 - δ

2 Φ(u)。
定义 5[6] 　 对于任意的 x ∈ LΦ,我们定义

θ(x) = inf λ > 0 ∶ IΦ( x
λ ) < ∞{ }。

在 Orlicz空间中,Orlicz范数与 Luxemburg范数

是等价的,即存在 C1,C2 > 0 使得

C1 ‖x‖Φ ≤ ‖x‖o ≤ C2 ‖x‖Φ,
通常 C1 = 1,C2 = 2。

在文[7] 中讨论了由 N 函数生成的 Orlicz 空间

中 Orlicz 范数与 Luxemburg 范数等价关系之间的最

佳常数,即 C1,C2 的表达式。
定义 6[6] 　 定义函数 k∗ ∶ LΦ → [0,∞ ),k∗∗ ∶

LΦ → [0,∞ ) 为

k∗ = inf k > 0 ∶ IΦ(p(k | x | )) ≥ 1{ },

k∗∗ = sup k > 0 ∶ IΦ(p(k | x | )) ≤ 1{ }。
其中 p(x) 为函数 Φ(x) 导数的非减连续函数。显然

对任意的 x ∈ LΦ,有 k∗(x) ≤ k∗∗(x) 记

k(x) = 0 < k < ∞ ∶ k∗(x) ≤ k ≤ k∗∗(x){ }

我们有 k(x) = ⌀当且仅当 k∗(x) = k∗∗(x) = ∞,
如果 k∗∗(x) < ∞,则称‖x‖o 为范数可达的。

2　 主要结果及证明

本文所用引理如下:
引理 1[8] 　 对任意的 x ∈ S(LΦ) 若 θ(x) < 1,

则 IΦ(x) = 1。
引理 2[6] 　 若 lim

u→+∞
Φ(u)

u = A < + ∞,且
k(x) = ⌀,则‖x‖o = A∫

G
| x( t) | dt。

证明:若 k(x) = ⌀,则

‖x‖o = lim
k→+∞

∫
G
Φ(kx( t))

k dt =

lim
k→+∞∫suppx Φ(kx( t))

k | x( t) | | x( t) | dx =

A∫
G
| x( t) | dt。

引理 3　 若 Φ ∈ ▽2,则lim
u→∞

Φ(u)
u = + ∞。

证明:设 Φ ∈ ▽2 即存在 0 < δ < 1 及 u0 > 0,
使得当 u ≥ u0 时,有 Φ( u

2 ) ≤ 1 - δ
2 Φ(u)。

若 lim
u→∞

Φ(u)
u = A < + ∞,对于任意的 ε > 0,都

存在 u1 > 2u0,当 u ≥ u1 时

A - ε < Φ(u)
u ≤ A + ε;

(1 - ε)Au < Φ(u) ≤ (1 + ε)Au,
令 ε < Aδ

2 - δ,则
(A - ε) u

2 < Φ( u
2 ) ≤ (A + ε) u

2 ,
即

Φ( u
2 ) > (A - ε) u

2 > A - ε
2(A + ε)Φ(u) >

1 - δ
2 Φ(u)。

故 Φ ∉ ▽2,产生矛盾。
定理 1　 设 Φ 是 Orlicz 函数,若 lim

u→+∞
Φ(u)

u =
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A < + ∞,则存在 xn{ }⊂ S(LΦ),满足lim
n→∞ ‖xn‖o = 1。

证明:当 μ(supp(x)) < 1
Ψ(A) 时,对于 ∀k >

0,有
IΨ(p(k | x( t) | )) = ∫

G

Ψ(p(k | x( t) | ))dt ≤

∫supp(x)Ψ(A)dt = Ψ(A)μ(supp(x)) < 1,
则 k∗

x = + ∞,即 k(x) = ⌀。根据引理 2 我们得到

‖x‖o = A∫
G

| x( t) | dt。
由于 lim

u→+∞
Φ(u)

u = A < ∞,则存在 ε = A
2n 及序列

un
{ }↑ + ∞,使得当 u ≥ un 时有

A - A
2n ≤ Φ(u)

u ≤ A + A
2n ,

即

(1 - 1
2n )Au ≤ Φ(u) ≤ (1 + 1

2n )Au。
取 Gn ⊂ G,满足 μ(Gn) < 1

Ψ(A) 且

Φ(un)μ(Gn) = 1。
定义 xn = unχGn

,则‖xn‖Φ = 1 且

‖xn‖o = A∫
G

| xn( t) | dt = Aunμ(Gn)。
由上文我们得到

(1 - 1
2n )Aun ≤ Φ(un) ≤ (1 + 1

2n )Aun;
(1 - 1

2n )Aunμ(Gn) ≤ Φ(un)μ(Gn) ≤
(1 + 1

2n )Aunμ(Gn),
故 lim

n→+∞AΦ(un)μ(Gn) = 1,lim
n→∞ ‖xn‖o = 1,得证。

定理 2　 若 x ∈ LΦ,θ(x) = 1,则存在

xn{ }⊂ LΦ 满足lim
n→∞ ‖xn‖Φ = 1,lim

n→∞ ‖xn‖0 = 1。
证 明: 令 xn = xχGn

, 其 中 Gn( t) =
t ∈ G ∶ | x( t) ≥ n |{ }。根据 θ(x) 的定义可知

IΦ( x
θ(x) + ε) < ∞,

IΦ( x
θ(x) - ε) = ∞。

根据上式可知存在 ε1 > 0 及 n0 ∈ N,当 n≥ n0

时有 IΦ( xn

θ(x) + ε) < ε1,故‖xn‖Φ ≤ θ(x) + ε。由
上式 IΦ( xn

θ(x) - ε) = ∞,故‖xn‖Φ ≥ θ(x) - ε。综

上lim
n→∞ ‖xn‖Φ = θ(x) = 1。

根据 Orlicz 范数的定义可知,取 k = 1
θ(x) + ε

则有

‖xn‖o = 1
k (1 + IΦ(kx)) ≤

(θ(x) + ε)(1 + IΦ( xn

θ(x) + ε)) ≤ θ(x) + ε,
故 θ(x) - ε≤‖xn‖Φ ≤‖xn‖o ≤ θ(x) + ε。综上

lim
n→∞ ‖xn‖o = θ(x) = 1,得证。

定理 3　 设 xn
{ }⊂ LΦ 满足

lim
n→+∞IΦ(xn) = lim

n→+∞ ‖xn‖o = a < 1,则kn →+∞。
证明:由于 a < 1,存在 kn > 1 满足

‖xn‖o = 1
kn

(1 + IΦ(knxn)) = 1
kn

+ 1
kn
IΦ(knxn)≥

1
kn

+ IΦ(xn)。
即

‖xn‖o - IΦ(xn) ≥ 1
kn

≥0。
由于 lim

n→+∞(‖xn‖o - IΦ(xn)) = 0,故 lim
n→+∞

1
kn

= 0,
kn → + ∞,得证。

推论 1　 sup k > 0 ∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ } <

∞ 的充分必要条件是 Φ ∈ ▽2。
证明:
充分性:
若 Φ∈▽2,根据引理 3 可知lim

u→∞
Φ(u)

u = + ∞。
根据文[6] 中定理 1. 20 可知 k ∈ K(x),故 k < ∞,
得证。

必要性:
若 Φ ∉ ▽2,取 δ = 1

n ,则存在 ln{ }↑ + ∞ 及

un
{ }↑ + ∞ 满足 l1 > 22 及 un ≥Φ-1( 1

2μ(G)),使得

对于任意的 n ∈ N,都有

Φ( lnun) < (1 + 1
n ) lnΦ(un)。

且存在 a < 1,取 Gn ∈∑ 满足 Φ(un)μ(Gn) = a。
定义 xn = unχGn

,则
a = IΦ(xn) ≤ ‖xn‖o = 1

ln
(1 + IΦ( lnxn)) =

1
ln

+ 1
ln
IΦ( lnxn) <
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1
ln

+ 1
ln
(1 + 1

n ) lnΦ(un)μ(Gn) =

1
ln

+ (1 + 1
n )a → a

易知当 n → ∞ 时,‖xn‖o < 1,则存在 kn > 1 使得

1
ln

+ a(1 + 1
n ) > ‖xn‖o =

1
kn

+ 1
kn
Φ(knun)μ(Gn) >

1
kn

+ Φ(un)μ(Gn) = 1
kn

+ a

故 lim
n→+∞

1
kn

= 0,kn →+ ∞,产生矛盾。
下面给出本文的主要结论

定理 4　 C1 > 1的充分必要条件为Φ∈Δ2 ∩▽2

且lim
u→∞

Φ(u)
u = + ∞。

证明:
必要性:根据文[7] 可知 C1 ≥ 1。
1) 若Φ∉Δ2,则Φ∉Δl。取 l = 1 + 1

n ,则存在

kn
{ }↑∞ 及 un+1 > un(n = 1,2,…) 满足 Φ((1 +
1
n )un) ≥ knΦ(un)。令 x = ∑∞

n = 1
unχGn

,其中Gn 为互不

相交的可测子集且满足

Φ(un)μ(Gn) = 1
2n 。

则有

IΦ(x) = ∑∞
n = 1

Φ(un)μ(Gn) = 1,
又根据 Φ((1 + 1

n )un) ≥ knΦ(un),可知对于任意

的 0 < λ < 1,都存在 n0 使得当 n≥ n0 时,有 1
λ > 1

+ 1
n 且

IΦ( x
λ ) = ∑∞

n = 1
Φ( un

λ )μ(Gn) ≥ ∑∞
n = n0

Φ((1 +

1
n )un)μ(Gn) ≥

∑∞
n = n0

knΦ(un)μ(Gn) = ∑∞
n = n0

kn
1
2n = ∞,

综上可知‖x‖Φ = 1。令 xk = ∑∞
n = k

unχGn
则‖xk‖Φ =

1。根据 θ(x) 的定义可知‖xk‖Φ = θ(x) = 1。由定

理 2,得到 C1 = 1;
2) 若 Φ ∉ ▽2,由推论 1 得到 C1 = 1;

3) 若 lim
u→+∞

Φ(u)
u = A < ∞,则由定理 1 可知 C1

= 1。
充分性:
对于任意的 x∈ S(L0

Φ),由于lim
u→∞

Φ(u)
u = + ∞,

可知存在 k > 1 满足:
1 = ‖x‖0 = 1

k (1 + IΦ(kx)) ≥ 1
k + IΦ(x)。

利用 Φ ∈ ▽2 知存在常数 M > 0 满足:k ≤ M。从而

IΦ(x) ≤ 1 - 1
M。再利用 Φ ∈ Δ2 得到存在 δ > 0 使

得‖x‖Φ ≤ 1 - δ,故 C1 ≥ 1
1 - δ > 1。

定理 5　 设 xn
{ }⊂ S(LΦ),满足‖xn‖o →1,若

IΦ(xn) → 0,则 kn →1。
证明: 由 于 ‖xn‖o → 1,IΦ(xn) → 0, 则

lim
u→+∞

Φ(u)
u = ∞。

若不然 lim
u→+∞

Φ(u)
u = A < ∞,可令 ε = A

2 ,则存在

u0,当 u ≥ u0 时

A - A
2 < Φ(u)

u < A + A
2 ;

A
2 u < Φ(u) < 3

2 Au,
则Φ(2u) ≤3Au≤6Φ(u),Φ∈Δ2。此时‖xn‖Φ =
1 且 IΦ(xn) = 1,产生矛盾。

因此存在 kn > 0,满足

‖xn‖o = 1
kn

(1 + IΦ(knxn))。
下面证明 θ(xn) →1。由 IΦ(xn) →0及 θ(x) 的定义,
可知 θ(xn) ≤ 1。若 lim

n→+∞θ(xn) < 1,则存在 xni
{ }⊂

xn
{ }满足 θ(xni) < 1。根据引理 1,得到 IΦ(xni) = 1,
产生矛盾,故 θ(xn) → 1。

由于 IΦ(knxn) < ∞,故 1
kn

≥ θ(xn), lim
n→+∞kn ≤1。

又由 1
kn

≤1,得到 lim
n→+∞

kn ≥1。故 lim
n→+∞kn = 1,得证。

推论 2　 1 < inf k > 0 ∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ }的

充分必要条件是 Φ ∈ Δ2。
证明:
充分性:
1) 若K(x) ≠⌀,根据Φ∈Δ2 则存在 k∈K(x)

及 δ > 0,对于任意的 x∈ S(Lo
Φ),都有 IΦ(x) ≥ δ且
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k = 1 + IΦ(kx) ≥ 1 + IΦ(x) ≥ 1 + δ。
2) 若 K(x) = ⌀,则 k = ∞。

故 1 < inf k > 0 ∶ 1
k (1 + IΦ(kx)) = 1{ },得证。

必要性:若Φ∉Δ2,则Φ∉Δ1+ 1
n
。令 n = 1,则存

在 u1 > 0 及足够大的 K1 使得

Φ((1 + 1)u1) > K1Φ(u1)。
令 n = 2,则存在 u2 及足够大的 K2 > K1 使得

Φ((1 + 1
2 )u2) > K2Φ(u2)。

由数学归纳法,可知存在 un 及足够大的Kn > Kn-1 使
得

Φ((1 + 1
n )un) > KnΦ(un)。

取为一列互不相交的可测子集 Gn
{ },满足

μ(Gn) = 1
2nΦ(un)。

定义 x = ∑∞
n = 1

unχGn
,则

IΦ(x) = ∑∞
n = 1 ∫Gn

Φ(un)dt = ∑∞
n = 1

Φ(un)μ(Gn) =

∑∞
n = 1

Φ(un) 1
2nΦ(un) = ∑∞

n = 1
1
2 = 1。

故‖x‖Φ = 1。此外,对于任意的 0 < λ < 1,都存在

n0 ∈ N 使得当 n ≥ n0 时,有 1
λ > 1 + 1

n 且

IΦ( x
λ ) = ∑∞

n =1
Φ(un

λ )μ(Gn) ≥∑∞

n =n0
Φ(un

λ )μ(Gn) ≥

∑∞

n =n0
Φ((1 + 1

λ )un)μ(Gn)≥∑∞

n =n0
KnΦ(un)μ(Gn) =+∞。

定义 xk = ∑∞
n = k

unχGn
,则‖xk‖Φ = 1,IΦ(xk) → 0 且

‖xk‖o →1。根据定理 5 可知 kn → 1,产生矛盾,得
证。
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